Curs 8 - Vectori si valori proprii. Teorema de
diagonalizare a unui endomorfism de spatii liniare

Oana Constantinescu, Lucian Maticiuc

1 Vectori si valori proprii ale lui 7" € L(V},)

Suntem interesati sd gdsim bazele lui V,, in raport cu care matricea unui endomorfism 7" € £ (V},)
sd aibd o formd simpld, mai exact sa fie o matrice diagonald.

Definitia1 Fie T € L (V,,). Spunem ci vectorul & # Oy din V;, este vector propriu pentru T daci
3\ € K astfel incit
T (%) = A\2.

In acest caz A € K se numegte valoare proprie corespunzitoare vectorului propriu .

Teorema 2 Un endomorfism T € L (V,,) admite n vectori proprii liniar independenti daci si numai dacd
existd o bazd a lui 'V, astfel incdt cd matricea A a lui T in aceastd bazi sd fie de forma

)\1 0 0
a=| 02 U diag Oy h).
0 0 - A

Demonstratie

Necesitatea “—" Daca presupunem ca T" admite n vectori proprii ¢;, i € 1, n, liniar independentj,
atunci sistemul B = {673}16171 constituie o bazd in V,, si avem cd T (¥;) = \i¥;, i € 1,n, ceea ce
inseamna cd matricea A a lui T in aceastd baza este

A =diag (M, ...y An).
Facem observatia cd valorile proprii \;, i € 1, n, nu sunt neaparat distincte.
Suficienta “<=" Dacd existd o bazd B = {€;},.15
formadrii liniare 7" in baza B sd fie A = diag (A1, ..., \n), cu \; € K, i € 1,n, nu neapdrat distincte,

atunci avem cd T (€;) = N\, A; € K, i € 1,n, deci & sunt n vectori proprii pentru T, liniar
independenti, cu valorile proprii A;.

a lui V,, astfel incdt matricea A a trans-

Definitia 3 Un endomorfism T € L (V,,) se numeste diagonalizabil dacd existd o bazd B in V,, formati
numai din vectori proprii pentru T

FieT € L(V,,), B={€i};ct;bazdaluiV, sid = ) #'@; # 0 un vector propriu pentru 7. Fie
’ i=1
A= (a))

i)i,jeTn matricea lui T in baza B. Vectorul ¥ este vector propriu pentru 7', corespunzdtor
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valorii proprii A & T (Zx el> =AY e ) (Z x ai) € =AY 2e; & ) rlal =,
i=1 j=1 j=1 \i=1 j=1 i=1
j € 1,n, ceea ce iInseamna ca

(A=A)X =0 (1)
unde X este matricea coloand a coordonatelor lui 7 in baza B, I,, este matricea unitate de ordin
0
n, O = O € M, 1 (K). Am obtinut astfel rezultatul:
0

Propozitia 4 Vectorul  este propriu daci si numai dacd matricea coloand X a coordonatelor vectorului
Z in baza B este solutie nebanald pentru sistemul liniar si omogen (1).

Un sistem omogen de n ecuatii liniare cu n necunoscute are si solutii nebanale daca si numai daca
determinantul matricii sistemului e nul.
Deci A e valoare proprie = \ este solutie a ecuatiei algebrice de grad n

det (A — \,,) = 0.

Definitia 5 Polinomul p (\) = det (A — \I,,) se numeste polinomul caracteristic asociat matricei
A, iar ecuatia p (\) = 0 se numeste ecuatia caracteristici a matricei A. Cele n ridicini ale polinomului
p se numesc rddicinile caracteristice ale matricei A.

Réadicinile caracteristice ale matricei A apartin inchiderii algebrice a lui K, deci nu se afla
intotdeauna in K.

Propozitia 6 Fie A € K o ridicinid a ecuatiei caracteristice p (A\) = 0 asociatid lui T € L (V,,). Atunci
A este valoare proprie pentru T'. Reciproc, dacid A este valoare proprie pentru T atunci X este raddcind a
ecuatiei caracteristice p (A) = 0.

O formuld de calcul pentru polinomul caracteristic al matricei patratice A este datd in propozisia
urmatoare.

Propozitia 7 Polinomul caracteristic al matricei pdtratice de ordinul n, A, are expresia
p()\) — (_l)n ()\n _ 51/\11—1 4 52)\71—2 e (_1)n5n) ,

unde &y, este suma minorilor diagonali de ordinul k ai matricei A. Evident §; = Trace(A) = al + a2 +
-+ 4 a)} este urma matricei A, iar 6,, = det(A).

Pentru demonstrarea formulei, se foloseste regula lui Laplace de scriere a unui determinant
ca sumd de doi determinanti. Mai exact dacd pentru matricea A — AI,,, elementele liniei i se scriu
sub forma b§~ = cé + d;, j € 1,n,notand cu A’, A” matricele obtinute din A — \I,, prin inlocuirea
elementelor liniei i cu elementele ¢, respectiv d?, restul liniilor pastrandu-se neschimbate, avem
det (A — AI,,) = det A’ + det A”.

Exemplificim formula pentru o matrice de ordinul 4.

1 0 2 -1
. 1 2 -3 0
Fie A = 41 3 5 ,avemdo; =14+2+3+0=6,
2 1 1 0
1 0 1 2 1 -1 2 -3 2 0 3 5
R PR e P A e e FR A R A B



10 2 1 0 -1 12 -1 2 -3 0
S3=|1 2 -3 |+|1 2 —0|+[4 3 -5 |+|1 3 5 |=-40,
4 1 3 2 1 0 2 1 0 1 1 0

84 = detA =1,deci p(\) = A* — 613 + 3\2 + 4073 + 1.

Dar stim cd un endomorfism al lui V,, are matrice diferite in raport cu baze diferite. Ce se
intdmpld cu polinoamele caracteristice ale celor doud matrice asociate endomorfismului?

Propozitia 8 FieT € L(V,,), B, B’ bazeale lui'V,,, A matricea lui T in baza B si A’ matricea lui T in baza B’.
Atuncipa(A) = par(A).

Demonstratie

Fie S matricea de trecere de la B la B/, atunci A’ = S7'AS. pa/(\) = det (A’ — \],,) =
det (ST1AS — AS7LS) =det [ST1 (A —AL,)S] = det S~'det (A — AI,,) det S= det (A — AI,,)
pa(A).

Acest rezultat ne permite sa introducem urmatoarele definitii.

Definitia9 Fie T' € L (V,,) si B o bazi oarecare a lui V,,. Se numeste polinomul caracteristic al lui T
polinomul caracteristic al matricei lui T in baza B. Rdddicinile caracteristice ale lui T' sunt riddcinile
polinomului caracteristic al matricei lui T in baza B.

Multimea riddcinilor caracteristice ale lui T' se numeste spectrul lui T

Deci toate radacinile caracteristice ale lui 7" si toti coeficientii d; ai lui p sunt invarianti ai lui 7.

Revenim la studiul vectorilor proprii ai unui endomorfism. Fie A o valoare proprie oarecare a
lui 7. Notdm cu
V) ={ZeV, | T (&)=}

multimea tuturor vectorilor proprii ai lui 7" corespunzatori valorii proprii A, la care am addugat
vectorul nul.

Definitia 10 Fie V un K-spatiu liniar, T € L (V') si U un subspatiu liniar al lui V, nevid. Spunem cd
U este invariant prin T dacd T(U) C U.

Stim cd un operator liniar transformd subspatii liniare in subspatii liniare. Deci dacad U este
invariant prin 7', atunci 7'(U) este chiar subspatiu liniar al lui U.
Observam cd subspatiul liniar generat de un vector prorpiu al lui 7" este un subspatiu invariant
al lui T, 1-dimensional.

Propozitia 11 Multimea V (\) := {& € V,, | T (&) = A&} este subspatiu liniar al lui V, invariant prin
T, de dimensiune n — rang (A — Al,,), unde A e matricea lui T in raport cu o bazd a lui V. Mai mult,
daci X are ordinul de multiplicitate my ca rddicind caracteristicd a lui T', atunci dimV (X) < myy.

Demonstratie
Observam cd V(A\) = Ker (T — M dy), deci V() . V. Deoarece V()) coincide cu multimea

solutiilor sistemului omogen de ecuatii liniare (A — Al n) X = O, rezultd cd dimV = n—rang (A — AI,).

S& demonstram ca T (V(\) C V(A). Fie @ e T (V(A\) = 3V e VN ai @ = T(V) = AV €
V(\). Cum ¥ a fost ales arbitrar in 7' (V' (X)), rezultd ca T (V/(\)) € V(\).

Presupunem dimV (\g) = psi {€1,---, €,} obazdin V(\o).



O completdim la o bazd B = {€1,---, €p, €pi1, -, €n} in V. In raport cu aceasts bazi
matricea lui T este

o O 0 --- .- 0 a117+1 a}l
0 Ao 0 --- .- 0 a12)+1 a%
0 0 )\0 azi% afl
0 0 0 0 a§+1 abtt
0 0 0 -+ -+ 0 ap,y - ap
Rezulta
Ao — A 0 0 - .- 0 a;1)+1 al
0 Xo—A 0 - .- 0 a127+1 a%
p()\): 0 ‘e e e 0 )\07)\ a§+1 e a?L ,
0 0 0 - ... 0 aii} R
0 0 0 0 a;}7'+1 G’Z—)\

deci p(A) = (Ao — A)” g()), cu g()\) un polinom de grad n — p. Rezultd cd p < m,,.

Definitia 12 V() se numeste subspatiul propriu al lui T corespunzitor valorii proprii \.

Propozitia 13 Fie T € £ (V) si A1, , \,valori proprii distincte ale lui T. Fie i ; € V(Ai)\{ﬁ}, i€
T,p. Atunci {1, Wy, -, U »} esistem de vectori liniar independent.

Demonstratie

Vom aplica inductia matematica dupa p.

p = 1 Deoarece U 1 este nenul, rezultd ci {71} e liniar independent.

Presupunem afirmatia adevaratd pentru & vectori si demonstram cd e adevarata pentru k + 1
vectori, 2 < k <p-—1.

Fiea' € K,i€ 1,k +1ai

k1 o
S o = . @
i=1

Aplicdm acestei egalitdti operatorul liniar 7', deci Zf;l &'T (W) = T s

k1l -
i=1

Scddem din (3) relatia (2) inmultitd cu Ag+1, deducem

%
041()\1—)\k+1)71+-~+ak()\k—Ak+1)7k: 0.

Din ipoteza inductivd avem {71, 72, . ,71@} liniar independenti, deci ! = -+ = af =0, care
[N — . . .
inlocuiti in (2) dau of ! Wyyy = 0 = oFt! = 0. Deci {1, Wa, -, U1} e sistem de vectori
——
A0

liniar independent.

O consecintd directd a acestui rezultat ne da o conditie suficientd pentru ca un endomorfism
sd fie diagonalizabil.



Teorema 14 Daci T € L (V,,) are n valori proprii distincte, atunci T este diagonalizabil.

Demonstratie -
Fie A1, - -+, \,, valorile proprii distincte ale lui 7, Ui e VOAN{ 0}, i €T, n Atunci {01, Wa,--, Un}
e sistem de vectori liniar independent. Dar dimensiunea lui V' este n, deci {71, 72, cee 771} eo

bazd in V,,, formatd din vectori proprii ai lui T. Rezultd cd Mp(T') = diag (A1, A2, -+, An).

Definitia 15 Spunem ci o matrice pitratica, de ordinul n este diagonalizabili dacd ea este asemenea cu o
matrice diagonald.

Propozitia 16 Fie A € M,,(K). Daci A are toate ridicinile caracteristice simple si in K, atunci A este
diagonalizabild.

Rezultatul se demonstreazd definind un endomorfsim 7' : M, 1(K) — M, 1(K), T(X) =
AX. Acesta are matricea A in raport cu baza canonicd a lui M, ; (K). Deci putem aplica teorema
precedentd, de unde reiese ca T e diagonalizabil. Deci existd o bazd formatd din vectori proprii ai
lui T' in raport cu care matricea lui 7" e diagonald. Dar A e asemenea cu aceasta, deci am obtinut
concluzia teoremei.

In sfarsit putem formula si demonstra rezultatul cel mai important al acestui curs.

Teorema 17 (de diagonalizare a unui endomorfism) Operatorul T € L (V,,) este diagonalizabil daci
si numai dacid urmdtoarele doud conditii sunt satisicute:

(4) rdddcinile ecuatiei caracteristice sunt toate din K,

(49) ordinul de multiplicitate al fiecirei valori proprii A, este egal cu dimensiunea subspatiului propriu
V().

Demonstratie

“—" Presupunem ci T este diagonalizabil. Fie B = {1, --- , U, } baza formati din vectori
proprii ai lui T. Fie \; € K, i € 1,p valorile proprii ale lui T, distincte. Putem presupune ca
primii m; vectori ai bazei corespund valorii proprii A;, urmatorii m, vectori corespund valorii
proprii Ay, etc, ultimii m,, vectori corespund valorii proprii A, Deci m; 4+ mg + - -+ + m,, = n.

MB(T):dlag >\17"'7>‘17>‘2a"'7>‘2a"'7>‘p7"'7>\p ’
———

mi m2 my

decip(A\) = (A1 = A)"™ (A2 = A)™ - (A, — A)™?, de unde deducem c& m; e ordinul de multiplic-
itate al lui \;, Vi € 1,p si rdddcinile caracteristice ale lui 7" sunt A1, A2, -+ , A, si ele sunt din K.
Deoarece my + - - - +m, = n, rezultd ca acestea sunt toate rddacinile caracteristice ale lui 7.

Am presupus ¢ {1, , U, } C V(\). Decarece {1, , Um,} C Bsi B este bazi a lui
V,rezultd cd {1, , U, } sunt liniar independenti. Deci dimV (\;) > m,. Dar am demonstrat
anterior cd dimV (A1) < my, deci dimV (A1) = my. Analog se aratd cd dimV (X\;) = m;, Vi € 2,p.

“«=" Presupunem cd au loc conditiile (i) si (ii). Din (4) rezult4 cd toate radacinile caracteristice
ale lui T" sunt valori proprii, fie acestea A1, - - - , A, cu multiplicitatile my, - - - ,mp. Decimy +--- +
mpy = Mn.

Alegem cite o baza in fiecare V' (\;) si considerdm multimea formata din toti vectorii acestor
baze. Vom demonstra cd aceasta e o baza pentru V,,. Evident matricea lui T in aceasta baza e
diagonala.

Deci fie {@ 1, , U, } bazd alui V (M), {Wm, 41, » Um,1my ) bazd alui V (Ay), etc,

{W@myttm, 141, Uy} bazdalui V (),).



Fie B = {U1, -, U, }. Demonstradm ci B e sistem de vectori liniar independent. Fie o’ €
. . . n 1 %
K,ielnai ), ;=0 &

UL A+ M Wy AT W 1 @M g ™ TNy i1+ Q"

=7 =72 = p

+Deoarece V()\;) sunt subspatii liniare ale lui V, rezultd ca ;€ V(N\), Vi € 1,p, deci fiecare
vector ¥; este fie vectorul nul, fie vector propriu corespunzitor valorii proprii A;. Daci ar fi a
doua situatie, ar rezulta c& {¥y,--- , ¥/, } sunt liniar independentj, ei fiind vectori proprii cores-
punzitori unor valori proprii distincte. Dar acest lucru contrazice ¥y + --- + 0, = 0. Deci
71‘ = ﬁ, Vi € m

vy = T e AUy Ay, = 0. Dar {1, -+, U m, } sunt liniar independenti, deci

al = ... =a™ = 0. Analog se aratd c4 toti scalarii o’ sunt nuli.
Deci B e sistem de vectori liniar independent. Deoarece acesta contine n vectori si dimV = n,
rezultd cd B e bazd. In raport cu ea, matricea lui T este diag (A1, -+ , A1, -+, Ap, -+, Ap).

Teorema de diagonalizare pentru matrice patratice este o consecintd imediatd a teoremei an-
terioare.

Propozitia 18 Fie A € M,,(K), {\i};c7; rddicinile caracteristice ale lui A de multiplicititima, - -, my,.
Atunci A este diagonalizabild dacd si numai dacd sunt indeplinite conditiile

(1) raddcinile caracteristice ale lui A sunt toate din K,

(i5) n —rang (A — N I,) =m;, Vi€ 1,p.

Algoritmul practic de diagonalizare a unui endomorfism (a unei matrici patratice)

Fie T € £ (V,) un endomorfism si o bazd B in V,,. Sd notdm cu A matricea lui 7" in baza B.

Se rezolva ecuatia caracteristicd p (A) = det (A — AI,,) = 0.

Daci aceastd ecuatie are radédcini care nu sunt din K atunci conditia (i) din teorema prece-
dentd nu este satisfdcutd, deci endomorfismul T’ nu este diagonalizabil.

Daci toate rddécinile sunt din K atunci pentru fiecare valoare proprie \; se determind subspatiul
propriu V' ();) astfel. Se identifica orice vector din V,, cu matricea coloand X a coordonatelor sale
in baza consideratd B a lui V,,, se considera sistemul liniar si omogen

(A—N\I,) X =0.

Se rezolvd sistemul, determindndu-se astfel V' ();), se pune in evidentd cate o bazd in fiecare
subspatiu propriu V' (\\;), afland astfel dim V' (\;).

Daci existd o valoare proprie A; pentru care dimV (\;) este mai mica strict decat ordinul
de multiplicitate al lui A; atunci conditia (i¢) din teorema precedentd nu este satisficutd, deci
endomorfismul 7" nu este diagonalizabil.

Daca dim V' (\;) este egald cu ordinul de multiplicitate al lui A\; pentru toate valorile proprii,
atunci conditia (i¢) din teorema precedentd este satisfacutd deci endomorfismul T este diagonal-
izabil.

In acest caz baza B, formatd din reuniunea bazelor tuturor subspatiilor proprii determinate
anterior, este bazd a lui V,, in raport cu care matricea endomorfismului T" are forma diagonala
diag (M1, ..., Ay ), unde valoarea proprie \; se repeta de atdtea ori cat este ordinul ei de multiplici-
tate.

Observam ca daca un endomorfism 7' nu este diagonalizabil, subspatiul de dimensiune maxima
al lui V, invariant prin 7', (dar diferit evident de V') este suma directd a tuturor subspatiilor pro-
prii ale endomorfimului.

=l



Exercitiul 19 Si se verifice cii endomorfismul T : R® — R dat de
T(%) = (45(11 + 622, =3zt — 522, —32! — 622 + x?’) V= (:cl, m2,x3) eR3

este diagonalizabil si si se determine o bazi B a lui R® in raport cu care matricea lui T are forma diagonald.
Fie B baza canonici a lui R3, B, := {&}, &, €3 }. Calculiim T (€;) si obtinem

T (51) = (47 -3, 73) , T (62) = (Ga -9, 76) , T (53) = (07 0, 1)

deci matricea endomorfismului in baza B, care se formeazi pundnd coordonatele vectorilor T (€;) in baza
B pe coloand, este

4 6 0
A= -3 -5 0
-3 -6 1

Ecuatia caracteristicd a matricei A este p (\) = det (A — \3) = 0 adicd, efectudnd calculele,
A=1*A+2)=0

Deci riddicinile caracteristice ale lui T sunt \y = 1, rdddcind multipld de ordin 2 si Ay = —2, rdddcind
simpld. Deoarece valorile proprii A1, Ao € R obtinem ci este satisficutd conditia (i) din teoremd.
Vom determina acum subspatiile proprii V (1) si V' (2) corespunzitoare celor doud valori proprii gisite.
AvemV (1) ={X € M3 (K) | (A — I3) X = 0} si dacd rezolvim sistemul liniar si omogen (A — Is) X =
0 obtinem solutia

-2 0
X =« 1 1+81 0 |, a,8€R.
0 1

Deci V (1) este generat de vectorii liniari independenti fi = (=2,1,0), fo = (0,0,1) si prin urmare
By = {fi, fo} este bazit in V (1), deci dim V (1) = 2.
Analog V (-2) = {X e M31 (K) | (A+ 2I3) X = 0} si dacid rezolvidm sistemul liniar i omogen
(A + 2I3) X = 0 obtinem solutia
-1
X=al| 1|,acR.
1

Deci V (—2) este generat vectorul nenul f3=(-1,1,1)si prin urmare By = {fs)} este bazi in V (—2),
deci dimV (—=2) = 1.

Deci dim V' (1) = 2 = ordinul de multiplicitate al lui Ay si dim V' (—2) = 1 = ordinul de multiplici-
tate al lui \o. Deci si conditia (ii) este indeplinitd.

Prin urmare endomorfismul este diagonalizabil si baza B = { fl, f;, fg} este cea in raport cu care
matricea lui T are forma diag (1,1, —1), deoarece T(f1) = fi, T(f2) = fa, T(f3) = —f3. Matricea
schimbiirii de baze de la baza canonicd la baza B este

-2 0 -1
S = 1 0 1
0 1 1

iar matricea lui T in raport cu noua bazi B este datii de

A=8"1.4.5



1.1 Exercitii

1. Fieendomorfismul 7 : R® — R3datde T (scl, 22, 333) = (J:l — 22 2?2+ 23,2t + x?’). Determinati
nucleul lui T precum si valorile si vectorii proprii. Este T’ diagonalizabil?

Rezolvare:

Vom determina, mai intai, matricea transformadrii liniare 7" in raport cu baza canonicd B. a
lui R?, B, := {é1, &, €3}. Calculdm T (€;) si obtinem

T(gl) = (1707 1)’ T(€2) = (_17 1’0)a T(€3) = (07 L, 1)a

deci matricea endomorfismului in baza canonica B., care se formeazd punand coordonatele
vectorilor 7' (€;) in baza B. pe coloand, este

A

1 10
0 11
1 01

Prin definitie
Ker (T) = {fe R® | T () :6}.
Deci ¥ € Ker (T) daci si numai daci T (Z) = 0 ceea ce se reduce la sistemul

xl—2?2 =0

24+ 2%=0
rl+ 2% =0.
1 -1 0
Rangul matricei sistemului este rangA = 2 decarecedet A = A3 = | 0 1 1 |=0si
1 0 1
1 -1 . A 3
Ay = 0 1 # 0. Sistemul se reduce, notand cu o := 2z° € R, la

care are solutia {(—a, —a, @) | a € R}. Deci
Ker (T) ={(—a,-o,a) |a € R} ={—-a(1,1,-1) |« € R}.

Prin urmare Ker (T') C R? este un subspatiu vectorial de dimensiune 1 ( vectorul (1,1, —1)
formeaza o baza In acest subspatiu).

Pentru a determina valorile proprii scriem ecuatia caracteristicd a transformarii 7',
p(A) =det (A —A3) =0. 4)

Obtinem echivalent

1—X -1 0
0 1-2X 1]=0&-N+322-3A=0&-A(\>=3)1+3)=0
1 0 1—X
3+1v3
care are solutiile A\; = 0si Ao 3 = 2Z \f Deci valoare proprie este doar Ay =0 € K =R

(deoarece A2 3 ¢ R).



Avem
V(0) = {#eR?| T (%)= N7} = {fe R3|T(f):6} = Ker (T).

Deci
V(0)={(-a,—a,a) | a e R} ={-a(1,1,-1) |« € R},

prin urmare V (0) C R? este un subspatiu vectorial de dimensiune 1.
Observam ca T nu este diagonalizabil, deoarece 1" are raddcini caracteristice care nu sunt
reale. Subspatiul maximal invariant prin T este V(0).

. Fie endomorfismul T : R® — R? dat de T (2',2%,2%) = (2',2% + 2%,22%). Determinati
valorile si vectorii proprii, subspatiile invariante in raport cu T" care au dimensiunea 1. Este
T diagonalizabil?

Rezolvare:
Vom determina, mai intai, matricea transformirii liniare 7' in baza canonici a lui R®. Scriem
T (gl) = (170? 0) ) T (62) = (07 17 O) ) T (53) = (07 17 2) )

deci matricea endomorfismului in baza canonici este

1 0 0
A=10 1 1
0 0 2

p(N) = det (A — ;) = 0.

1—\ 0 0
0 1-\ 1 =0 -X4+4\32-5\1+2=0.
0 0 2—2A\

Réddécinile intregi se gdsesc printre divizorii termenului liber. Gdsim cd A\; = 1 este rddacina.
Folosind schema lui Horner obtinem

AN B2 = (A1) (A2 B3 A =2) = (A1) (A=D1 (A +2) = - (A - 1)° (A —2).

Deci valorile proprii sunt A; = 1 de multiplicitate 2 si Ay = 2 de multiplicitate 1, ambele
reale.

Determinam
V(A) ={ZeR|T (@) =MT} ={X € M31 (R) | (A~ I5) X =0}

deci trebuie rezolvat sistemul liniar si omogen

(A-I3) X =0 (5)
adica
0-z'=0
0-22+23=0 @{x?’:O
1-22=0

care are solutia {(«, 3,0) | a, 8 € R}.

Deci
V(1) ={(a,8,0) | o, B € R} = {(1,0,0) + 3 (0,1,0) | o, B € R},



prin urmare V (1) C R? este un subspatiu vectorial de dimensiune 2 (iar vectorii & =
(1,0,0) si € = (0,1, 0) formeaza o baza in acest subspatiu).

Determinam
V(2)={FeR?|T (%) =25} ={X € M31(R) | (A—2[3) X =0},

deci sistemul liniar si omogen (5) devine

(-1)-2t=0
(-1)-22+23=0
0-23=0

care are solutia {(0, o, @) | @ € R}.
Deci
V(2)={0,a,a) | a e R} ={a(0,1,1) | « € R},

prin urmare V (2) C R? este un subspatiu vectorial de dimensiune 1 (iar vectorul 73 =
(0,1,1) formeaza o bazd In acest subspatiu).

Stim cd V() sunt subspatii invariante prin T. Deci V (1) si V (2) sunt subspatii invariante
in raport cu T. Dacd dorim subspatii invariante in raport cu 7' de dimensiune 1, atunci
luam

Vi={a(1,0,0)|a €R}, V2 ={B(0,1,0) | B R}, V3 ={a(0,1,1) | a € R}

care sunt invariante si de dimensiune 1.
Observam ci toate radécinile caracteristice ale lui 7' sunt reale si cd dimV (1) = 2 = my si
dimV (2) = 1 = myq. Deci T este diagonalizabil.

In raport cubaza {&; = (1,0,0) siéy = (0,1,0),%3 = (0,1, 1)}, matricea lui T este diag(1, 1, 2).

. Fie endomorfismul T : R® — R* dat de T (z',27,2%) = (23,2% —2' — 23). Este T diago-
nalizabil? Determinati subspatiile invariante in raport cu 7" care au dimensiunea 1 dar si
dimensiunea maxima (diferite de R?).

Rezolvare:

Matricea transformdrii liniare 7' in baza canonici a lui R? este

00 1
A= 01 0
-1 0 -1
p(A) =det(A—A3) =0«
- 0 1
01—\ 01=021-X=0&1-X)(1+A+)°)=0.
~1 0 —1-2A
—1+4V3

Obtinem valoarea proprie A; = 1 (solutiile Ay 3 = nu sunt valori proprii, Ag 3 ¢

2
R). Deci T nu este diagonalizabil.

Determindam

V() ={7eR|T@) =7} ={XeM31(R) | (A-I3) X =0},
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deci trebuie rezolvat sistemul liniar si omogen (A4 — I3) X =0,

{ —zl4+23=0

—x! =223 =0

care are solutia {(0,,0) | « € R}.
Deci
V(1) ={«(0,1,0) | « € R},

prin urmare V (1) C R® este un subspatiu vectorial de dimensiune 1, invariant prin 7'. (vec-
torul €; = (0,1, 0) formeazd o baza in acest subspatiu). El coincide cu subspatiul maximal
invariant prin 7T'.

. Fie endomorfismul 7" : R® — R? a cdrui matrice in raport cu baza canonica este A =

1 -2 0
—2 2 =2 |. Demonstrati cd endomorfismul 7" este diagonalizabil. Determinati
0 -2 3

baza in raport cu care 7" are matricea diagonala.
Rezolvare:

Pentru a determina valorile proprii rezolvam ecuatia caracteristicd a transformarii 7',

1—\ -2 0
-2 2-)\ —2|=0e N 4+6X2-31-10=0.
0 —2 3-)\

Réddécinile intregi se gdsesc printre divizorii termenului liber. Gasim cd \; = 2 este rddacina.
Folosind eventual schema lui Horner obtinem

“NHEAT-3A-10= (A —2) (=N + A +5) = A =2) A+ 1) (- +5) =-A-2)(A+1)(A—5).

Deci valorile proprii sunt A\; =2, Ao = —18i A3 =5 (evident \; € K :=R,i=1,3).
Deoarece toate rdadacinile caracteristice sunt reale si simple (ordin de multiplicitate 1), rezulta
cd T este diagonalizabil. (Avem o teorema ce ne permite sd ajungem rapid la aceasta con-
cluzie, fara a verifica faptul ca dimensiunea fiecarui subspatiu propriu este 1).

Vom determina acum subspatiile proprii V' () corespunzatoare valorilor proprii A gasite.
Determindm V (2) prin rezolvarea sistemului liniar si omogen (A4 — 2I3) X = 0, adica
—x! =222 =0
—2x! — 223 =0
222 +23=0
care are solutia {(—«, a/2,a) | @ € R}.
Deci

V(2)={_20‘(2,—1,—2)|aeR},

prin urmare V (2) C R? este un subspatiu vectorial de dimensiune 1 (iar vectorul 7 =
(2,—1, —2) formeazd o bazd in acest subspatiu).

Similar, determindm V' (—1) prin rezolvarea sistemului liniar si omogen

(A+I3)X =0
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adicd

2t — 222 =0
22t + 322 -223 =0
—222 4423 =0

Deci
V(-1) ={2a,20,0a) | e R} ={a (2,2,1) |« € R},

prin urmare V (—1) C R? este un subspatiu vectorial de dimensiune 1 (iar vectorul 7 =
(2,2,1) formeaza o bazd In acest subspatiu).

Similar, determindm V' (5) prin rezolvarea sistemului liniar si omogen

—dgl — 222 =0
—2z1 — 322 - 223 =0

—222 — 223 =0

Deci o
V(1) = {5(1,—2,2) lac R},

prin urmare V (—1) C R? este un subspatiu vectorial de dimensiune 1 (iar vectorul 7 =
(1,-2,2) formeazd o bazd in acest subspatiu).

B = {0,753} = {(2,-1,-2),(2,2,1),(1,-2,2)} formeazd o bazd in R® in raport cu
care T' are forma diagonald, deoarece T'(71) = 27, T(Vy) = —Us, T'(U3) = 5. Matricea
schimbadrii de baze de la baza canonica la baza B este

2 2 1
S = -1 2 =2
-2 1 2

iar matricea lui 7" in raport cu noua bazi B este datd de

2 2 1\ ! 1 -2 0 2 2 1
A = S1A4S=[ -1 2 -2 -2 2 -2 -1 2 -2
2 1 2 0 -2 3 2 1 2
L2 -1 -2 1 -2 0 2 92 1
=512 2 1 2 2 2 1 2 -2
1 —2 2 0 -2 3 2 1 2
2 0 0
— 0 -1 0
0 0 5

. Fieendomorfismul 7' : R* — R3datde T (2',2?%,2%) = (—3z' + 222, —5z! + 422, 22! — 222 — 23) .
Determinati valorile si vectorii proprii ai lui 7. Studiati dacd endomorfismul T" este diagonalizabil.

Rezolvare:

Citim matricea in baza canonicd

-3 2 0
A= -5 4 0
2 -2 -1
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Pentru a determina valorile proprii rezolvam ecuatia caracteristicd a transformarii 7',

—-3-A 2 0
-5 4-\ 0 =0 N +30+2=0e-A+1)>A-2)=0.
2 -2 —1-A
Deci valorile proprii sunt A\ = —1, m; = 2si Ay = 2, my = 1 (care sunt toate din cdmpul R).

Determindm V' () prin rezolvarea sistemului liniar si omogen (A — AI3) X = 0, adica
(=3 - N al+222=0
=5zt +(4—-N)a?=0
22t — 222 + (-1 -N)23 =0
Pentru A = —1 obtinem sistemul
{ 2t —22=0
care are solutia {(«, a, 8) | o, 8 € R}.

Deci

V(_l) = {06(171’0) +ﬁ<070a 1) | C¥75 S R}7
prin urmare V (—1) C R? este un subspatiu vectorial de dimensiune 2 (iar vectorii 7 =
(1,1,0) si ¥> = (0,0, 1) formeaza o baza in acest subspatiu).

Pentru A = 2 obtinem sistemul
{ —5x! +222=0

20t — 222 322 =0

Deci

V(2) = {(—a,—ga,a> |aeR} - {_20‘(2,5,—2)|aeR},

prin urmare V (2) C R? este un subspatiu vectorial de dimensiune 1 (iar vectorul 7 =
(2,5, —2) formeazd o baza in acest subspatiu).

Folosim acum teorema de diagonalizare a unui endomorfism. Avem ); € R pentrui = 1,2,
dmV (-1)=2=m; sidimV (2) =1 = ma.
Deci endomorfismul dat este diagonalizabil si B := {#, %2, 73} = {(1,1,0),(0,0,1), (2,5, —2)}

formeazd o bazd in R? in raport cu care T are forma diagonald, deoarece T'(7) = —1,
T(vy) = —th, T(U3) = 203. Matricea schimbarii de baze de la baza canonicd la baza B este
1 0 2
S = 1 0 5
0 1 -2

iar matricea lui 7" in raport cu noua bazi B este data de

10 2\ '/-3 2 0 10 2
A = S§71tAs=|1 0 5 -5 4 0 1 0 5
0 1 -2 2 —2 1 0 1 -2
5/3 —2/3 0 3 2 0 10 2
— —-2/3 2/3 1 5 4 0 10 5
~1/3 1/3 0 2 —2 1 0 1 -2
1 0 0
- 0 -1 0
0 0 2

13



6. Fieendomorfismul T : R® — R3datde T (scl, 22, 333) = (2x1, at + 422 — 223, Tt + T2? — 5x3) .
Determinati valorile si vectorii proprii ai lui 7". Studiati dacd endomorfismul 7" este diagonalizabil.

Rezolvare:

Matricea lui T' in baza canonicd este

2 0 0
A=11 4 =2
7T 7T =5

Pentru a determina valorile proprii rezolvam ecuatia caracteristicd a transformarii 7',

2—-A 0 0
1 4-2) 2 =0 XN +X2+81-12=02-A—-2>(A+3)=0.
7 7T —5—-A
Deci valorile proprii sunt A\; = 2, m; = 2 si Ay = —3, ma = 1 (care sunt toate din cAmpul R).
Determindm V' (\) prin rezolvarea sistemului liniar si omogen (A — A\I3) X = 0.

Pentru A = 2 obtinem sistemul
0-2'=0
rl+222 223 =0
Tol + 72?2 — 72 =0
Deci
V(2)={0,aa)|acR} ={a(0,1,1) R},

prin urmare V (2) C R® este un subspatiu vectorial de dimensiune 1 (iar vectorul 7, =
(0,1,1) formeaza o bazd in acest subspatiu).

Pentru A = —3 obtinem sistemul
S5zl =0
ol 4722 —22%3 =0
Txt + 72?2 — 223 =0
Deci

&
7

prin urmare V (—3) C R® este un subspatiu vectorial de dimensiune 1 (iar vectorul v, =
(0,2, 7) formeazd o bazd in acest subspatiu).

V(—3)={(o,2a/7,a)|aeR}:{ (072,7)\a€R}7

Folosim acum teorema de diagonalizare a unui endomorfism. Avem \; € R pentrui = 1,2
dardimV (\) =dimV (2) =1 # 2 = m;.

Deci endomorfismul dat nu este diagonalizabil (nu este necesar sd mai verificim si pentru
a doua valoare proprie).

Subspatiul maximal invariant prin T este V' (2) & V(—3). Vom vedea in cursul urmétor cd
existd o bazad, numita Jordan, in raport cu care matricea lui 7" are o forma relativ simpla
chiar dacd nu e una diagonala.
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